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عملیات على النھایات
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المبرهنات الأولیة على النهایات.1
f و  g . دالتان a یمثل عدد حقیقي أو   أو   :نقبل دون برهان المبرهنات التالیة. 
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التراتیبالمستقیم المقارب الموازي لمحور 

لیكن :تعریف fC التمثیل البیاني لدالةf في معلم و لیكنaعدد حقیقي  .
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xذو المعادلة نقول أن المستقیم a مستقیم مقارب للمنحني fCالموازي لمحور التراتیب.
المستقیم المقارب الموازي لمحور الفواصل
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تطبیقي  تمرین
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المستقیم المقارب المائل

لیكن :تعریف fC التمثیل البیاني لدالةf في معلم و لیكن المستقیم ذو المعادلة :y ax b 
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:  تعاریف

نھایة مركب دالتین 
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x
f x


حیث  sinf x x x 

الحل 
sinلدیناRمن xمن اجل كل لدینا  1x  ومنھsin 1x x x    إذن   lim sin lim 1

x x
x x x

 
   

وبمأن  lim 1
x

x

   بتالى و lim sin

x
x x


  

sinلدیناRمن xمن اجل كل لدینا  1x ومنھsin 1x x x   إذن   lim sin lim 1
x x

x x x
 

  

وبمأن  lim 1
x

x


   وبتالى lim sin
x

x x


  
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:الدالة المعرفة على fلتكن  1, 2 ,
2
     
ب :  2 1

2
xf x
x





.عند أطراف مجموعة التعریفfأدرس نھایات الدالة 
:الحل

: ھما مركب دالتین fنلاحظ أن   2 1
2

xu x
x





و v x x

بما أن **   2 1lim lim 2
2x x

xu x
x 

    
و

2 2
lim ( ) lim 2
x x
v x x

 
  فإن lim 2

x
f x




نجد كذلك بنفس الطریقة  lim 2
x
f x




بما أن ** 
2 2

2 1lim ( ) lim
2x x

xu x
x 

      
limو ( ) lim

x x
v x x

 
   فإن 

2
lim

x
f x


 



بما أن ** 
1 1
2 2

2 1lim ( ) lim 0
2x x

xu x
x 

     
و

0 0
lim ( ) lim 0
x x
v x x

 
  فإن 

1
2

lim 0
x

f x





:02تطبیقي تمرین 
: بR*:الدالة المعرفة على fلتكن  2

cos1 xf x
x

 

R :*من xأثبت أن من أجل كل )1 2 2

1 11 1f x
x x
   

,عند fاستنتج نھایتي الدالة )2 
:الحل

R :1*من xنعلم أنھ من أجل كل -1 cos 1x   ومنھ من أجل كلx من*R :2 2 2

1 cos 1x
x x x
  

R :2*من xوبالتالي من أجل كل  2 2

1 cos 11 1 1x
x x x
     أي من أجل كلx من*R :

 2 2

1 11 1f x
x x
   

2بما أن -2 2

1 1lim 1 lim 1 1
x xx x 

         
   

:فإن    lim 1, lim 1
x x
f x f x

 
 
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: بR:الدالة المعرفة على fلتكن 
2 sin
xf x
x




R :من xأثبت أن من أجل كل -1 1 1
3
f x
x

 

,عند fاستنتج نھایتي الدالة -2 
:الحل
R :1من xنعلم أنھ من أجل كل -1 sin 1x   ومنھ من أجل كلx منR :1 1 sin 3x   أي من أجل كل
x منR :1 1 1

3 sin 2
 


ومنھ  1 1

3
f x
x

 

: لدینا -2 1
3
f x
x

 ومنھ من أجل كلx من 0, 
3
x f x وبما أنlim

3x

x


  فإن lim
x
f x


 

: لدینا   1
f x
x
 ومنھ من أجل كلx من ,0 f x x وبما أنlim

x
x


  فإن lim

x
f x


 

ألبیر أینشتاین


