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  ا	��ءات ا	�������

	��� ��د�� 
� ��	�
���� ���ك و� ���	ل ا�
���� ا���	
  .ا�
 ���	

� ��	� .درا�� ���ك و

 	ور��� � ��
��	

��	ل �"��م �
�$#� وا��.  

	��	ت وا��$ه	ن '	�
$ا&% 
  .�0 �/.-ت ��,+ #��	 ا��
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  :    #� ا��3 ا�2	��� ANS  ا����1 

�ANS )    �6 ا����1  �:Answer =  réponse   =   �'	&6"> ���;�ل إ�: ) إ�  

� � #� ا�12	ب ،  ) ذاآ$ة اA&	'� (  ذاآ$ة ;	=�  $;3 D"2ا� ����و ،  


	��	ت ��د�� 
� ����� �# 	��-E
  . و'	�
	�� ��.� ا�
��� ا����1   
1ENTER   �# ��F�
   .ا�>اآ$ة��
��� ا����1  
1  ANS   ا�>اآ$ة �# �Fا��� ���Gاج ا�$�
�I. 

1(  I:أو ��� 	� ���	ي ��: ا��3 ا�2$   :ENTER    0           
P�<' F 2 ا�2ّ� اNول  #� ا�>اآ$ة  أي               0  

   	�	Q:  ENTER    2    +     ANS          �T2
 �
  2 ����	 ه�  ا�6
� � ا�
   	��	Q:  �1ا��� :�� $G6  �T26#    4 ��: ا�2ّ� ا���ا�� أي  ENTER �."� أن 
  	�     �T26#   6 ��: ا�2ّ� ا���ا�� أي  ENTER �."� أن G6$ ��: ا����1  :را'

�T2 ��: � ���� ا��Nاد  ENTER       و'
.$ار ا�WEX ��: ا����1       
  ... ، 6 ، 4،  2 ، 0:         ا�Fو&��  

  
2(  I:أو ��� 	� ���	ي ��: ا��3 ا�2$   :ENTER    1           

P�<' F 2 ا�2ّ� اNول  #� ا�>اآ$ة  أي               1  
   	�	Q:  ENTER    2    +     ANS           ه� 	���� �T2
 �
  3 ا�6
� � ا�
   	��	Q:  �1ا��� :�� $G6  �T26#  5 ��: ا�2ّ� ا���ا�� أي    ENTER �."� أن 
  	�     �T26#   7 ��: ا�2ّ� ا���ا�� أي  ENTER �."� أن G6$ ��: ا����1  :را'

�T2 ��: � ���� ا��Nاد ENTER       و'
.$ار ا�WEX ��: ا����1       
  ... ، 7 ، 5 ، 3 ، 1:         ا�"$د��  

  
3(  I:أو ��� 	� ���	ي ��: ا��3 ا�2$   :ENTER    1           

P�<' F 2 ا�2ّ� اNول  #� ا�>اآ$ة  أي               1  
   	�	Q:  ENTER    2    *     ANS             ه� 	���� �T2
 �
  2ا�6
� � ا�
   	��	Q:  �1ا��� :�� $G6  �T26#4 ��: ا�2ّ� ا���ا�� أي       ENTER �."� أن 
  	�     �T26#8 ��: ا�2ّ� ا���ا�� أي      ��ENTER: ا����1  �."� أن G6$  :را'

�T2 ��: � ���� ا��Nاد ENTER         و'
.$ار ا�WEX ��: ا����1     :  
        1 ، 2 ، 4 ، 8 ، ...  

  
  
  

1/	ط   
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4( ( )nu ��� 	�' �#$�
	��� ��د�� �
� :  
     200 =u   

     1
2
1  1 +=+ nn uu��   .    n   �� أ&� آ� ��د _��


��ام `�� 0	��� )1�	' :  
���	

) وacّ ا��G�$b ا�
� �' a�1	��T2ل ��: �0ود ا�� )nu .   


��ام � �ول )2�	' Excel   :    

	���-أ   
) اe10 �0ود ا�� )nu�&أ �� [ ]26 ; 0∈n�  .  fQ ار�f ������	 ا���	


	���- ب
6
h ا� 	 g�Eّ�$ ا��
) ا� )nu .   
1
G$ ��6 ��د �G�G0-&ـ �  ���	

  . l ، �ّ�� ا���د j� l�$ أن �0ود ا��

	���-د  
) ه� ��.� ����� �	�� ا�� )nu؟   

   : ا��2
  : ا�
��ام `�� 0	��� )1

���	

) ا��G�$b ا�
� �' a�1	��T2ل ��: �0ود ا�� )nu:   
   I:أو ��� 	� ���	ي ��: ا��3 ا�2$    :ENTER    0     2      

P�<' F 2 ا�2ّ� اNول  #� ا�>اآ$ة  أي            200 =u   

   	�	Q:  ENTER    1    +     ANS   *      5     .      0  

�T2 ����	 ه�  �
)          ا�6
� � ا� ) 111205.0   u=111  أي  ×+=

   	��	Q:  �1ا��� :�� $G6�T26#  5.62 ��: ا�2ّ� ا���ا�� ENTER �."� أن  =u  

  	��T26#   25.43 ��: ا�2ّ� ا���ا�� ENTER �."� أن G6$ ��: ا����1  :را' =u  
 :�� WEXار ا�$.

	��� ENTER           و'
��G' :�� �T2 �0ود ا��  ( )nu  
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   :Excel ا�
��ام � �ول )2

	���-أ
) 10	ب �0ود ا�� )nu �&أ �� 

[ ]26 ; 0∈n �  :  و ر�f ������	 ا���	
 
   
   
  
  
  
  
  
  
  

	���-ب 
6
	ج ا� 	 g�Eّ�$ ا��
) ا� )nu:     

-D0 أن   �'	Gأو ا� �ول ا�� l'	1ا�/.� ا� ��   
���	

) ا�� )nu#  � mn	6�.  


	���-&ـ
) �j�$ أن �0ود ا�� )nu �6� $G
1� 2    
   .   n=26 ا'
�اء �� 


	���- د
�	�� ا�� ����� ( )nu:   
��	ل ا�� �ول 
  �j�$ � �% آ� �0ود      Excel ا�

 gF$آ�ل 	 � ��c ���	

    α  وg$bn +T 2 ا��
 WG6ا�/.� أن آ� ا� �# $�j� p�0 ( )nn u ,    

   ��&�دة ��c ا�/$�W ا��2ّ�د '	��1
����G ا��>�� 
�	د�
	ه�	 � α−= 2y َو  α+= 2y Pوذ� ،   

�G�G2د ا���   . α���	 �Eّ�$ت f�n ا�
�G ���	

)ل �r�6> إن ا�� )nu ��	� ��G� 2 	��6�   


e +∞ إ�:s� nول.lim 2 :    و =
+∞→

nu
n

  

  
���	

) #� ه>g ا�2	�� �Gل إن ا�� )nu �'ر	G
�  �2   

    .2 ا���د 
  
  

nu n 
20 0  

11 1 
6.5 2 

4.25 3 
3.125 4 
2.5625  5  

2.28125 6 
2.140625 7 
2.070313 8 

2.035156 9 
2.017578 10 
2.008789 11 
2.004395 12 
2.002197 13 

2.001099 14 
2.000549 15 
2.000275 16 
2.000137 17 
2.000069 18 
2.000034 19 
2.000017 20 
2.000009 21 
2.000004 22 
2.000002 23 
2.000001 24 
2.000001 25 
2.000000 26 

0
2
4
6
8

10
12
14
16
18
20
22

0 5 10 15 20 25 30

nu

n
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                ��
��	

   ا�E$ض �� ه>ا ا�6/	ط ه� إ'$از �"��م ا��
  ا��
 	ور���                 

 �����bاد ا���Nا ���� �ف #� $�n  ��

�� ��د���	

� T َو  W ��� 	آ�  :  

ntد��  . رn fn ا� Fء ا��/$ي �2
�ي ��: πp�0 ه� ا����G ا��' �'$G	�TG6	ن ��

nwد��  .  رp�0n fn ا� Fء ا��/$ي �2
�ي ��:  π ه� ا����G ا��' �'$G	��F	دة ��
�b�   .π≈141592654.3   ا��3 ا�2	���  �

�T2 ��: ا� �ول ا3�� n≥9 �� أ&�  ، :  
  

n tn wn 

0 3 4 

1 3,1 3,2 

2 3,14 3,15 

3 3,141 3,142 

4 3,1415 3,1416 

5 3,14159 3,14160 

6 3,141592 3,141593 

7 3,1415926 3,1415927 

8 3,14159265 3,14159266 

9 3,141592654 3,141592655 

   

Fا��ةD0I:    T أن  �   	�	�� �#n     

                 W 	�	�� �Tn	6
�  �#n    
                  = 0 ) T ــ W (

+∞→n
lim 


��   #� ه>g ا�2	����	

�Gل أن ا��T  َو  W  ن	�ور	 
�   
  D0I 	X012210 :أن أ�      ...           ...  ...   wwwwtttt nn <<<<<<<<< <  

   
  
  
  

2/	ط   
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  ��
ِ���د �.	ن ���6 ��r	T0'�را�� إ 	6�nα َو  β �6� �� 1998 �6� :2001 إ�   
  ��	
  : و�6T�ّ	 ا�6
	hr #� ا� �ول ا�

 ��د ا	��ن �� ���  
 1998 1999 2000 2001 

 α 8 061 8 461 8 861 9 261 ا	�����

 β 8 000 8 400 8 820 9 261 ا	�����

  
-D0 أن  :  

  �X	ف  �61�ِ ��b	ة ه� ��د �ّ.	ن ا��61 ا�
� ���n	��αد �ّ.	ن ا�����6  
    y400 إ��   

      

   ا�
� ���n	 �X$وب  �61�ِ ��b	ة ه� ��د �ّ.	ن ا�β�61 ��د �ّ.	ن ا�����6 
     �#1,05.   

 

8 8208 4008 000

× 1,05

9 261

× 1,05× 1,05

        
�Gل إن  :  

	��� ا��Nاد  

	��� 10	'��9261  وَ 8061 ،  8461 ، 8861 �
   :  ه� �

   .u=80611 0ّ�ه	 اNول -   

   .r=400 أ�	��	 -   

	��� ا��Nاد  

	��� ه����6 9261  وَ 8000 ،  8400 ، 8820 �
  :  ه� �

   .v=80001 0ّ�ه	 اNول -   
   .q=1,05 أ�	��	 -   

3/	ط   
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  : _$��G ا�12	ب 
 ��

$ح 10	ب ��د ا�1.	ن #� ا����6G α َو  β �
    .2008  وَ 61� 2005

  
 β ا	�����  α ا	�����

( ) rnuun  1    1 −+=  1
1     −×= n

n qvv 
    ه� ا��61 ا�
� ر��
�	1998ا��61 

n = 1  
   ه� ا��61 ا�
� ر��
�	1998ا��61 

n = 1 
    ه� ا��61 ا�
� ر��
�	2005ا��61 

n = 8 
    ه� ا��61 ا�
� ر��
�	2005ا��61 

n = 8 
= 8 061 + 7×4008u  

= 10 861            8u  

= 8 000 ×1,057
8v  

= 11 257          8v  

 �α �6� �# 2005.	ن ا�����6 
a�T�10 861 ��1  

   �β �6� �# 2005.	ن ا�����6 
a�T�11 257  ��1   

    ه� ا��61 ا�
� ر��
�	2008ا��61 
n = 11  

    ه� ا��61 ا�
� ر��
�	2008ا��61 
n = 11  

= 8 061 + 10×40011u  

= 12 061               11u  

011,05= 8 000 ×11v  

= 13032             11v  

 ��α �6� �# 2008 a�T.	ن ا�����6 
12 061��1   

   #� ��β �6.	ن ا�����6 
 a�T� 13032 ��12008  

  
   :2005ا�
lG2 �� ��د ا�1.	ن ��6  
  

  ��د ا	��ن �� ��� 
 2001 2002 2003 2004 2005 

 ا	�����
α  

9 261 9 661 10 061 10 461 10 861 

  + 400
 

+ 400
 

+ 400
 

+ 400
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 ��د ا	��ن �� ��� 
 2001 2002 2003 2004 2005 

 ا	�����
β  9 261 9 724 10 210 10 721 11 257 

  × 1,05
 

× 1,05
 

× 1,05
 

× 1,05
 

 

  

            

 ��
��	

)����� ا�� )nu َو ( )nv ل ا�� �ول	��
�	' Excel:   

  Iأو :���	

) ����� ا�� )nu ::  
   :Bا����د ) 1
  .  n »ا�$��� « اآ
B1 :  e #� ا����� - 
   .« 1 » اB2 : F 0 #� ا����� - 
    .fQ   :Entrée اB2 + 1 »�� WEc =  » اB3 : F 0 #� ا����� - 
  .  '	����� $G6	 B3 0ّ�د ا����� - 
 - 	��.{ a�T�� e21ن ا�	او�� ا�6��ُ: '�.Fا��/�$ة #� ا� %c .  +  
 - $b1ا� :
0 e21ن ا�	.� �� �"�Nإ�: ا e212 ا�.    

$ك زرّ ا�"{رة �j�$ آ� ا�6
	hr ��: ا� �ول  -  	��6�  .  
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  :C ا����د ) 2
  .  «  Un »اآ
C1 :  e #� ا����� - 
      «  8061   » اC2 : F 0 #� ا����� - 
     .fQ  Entrée اC2 + 400  » :�� WEc =   » اC3 : F 0 #� ا����� - 
  .  '	����� $G6	 C3 0ّ�د ا����� - 
 - 	��.{ a�T�� e21ن ا�	او�� ا�6��ُ: '�.Fا��/�$ة #� ا� %c .  +  
 - $b1ا� :
0 e21ن ا�	.� �� �"�Nإ�: ا e212 ا�.   

$ك زرّ ا�"{رة �j�$ آ� ا�6
	hr ��: ا� �ول   -  	��6� .  

 	�	Q  : ���	

)����� ا�� )nv  ::  
   :Dا����د ) 1
  .  n »ا�$��� « اآ
D1 :  e #� ا����� - 
   .« 1 » اD2 : F 0 #� ا����� - 
    .fQ  Entrée اD2 + 1 » :�� WEc =  » اD3 : F 0 #� ا����� - 
  .  '	����� $G6	 D3د ا�����  0ّ�- 
 - 	��.{ a�T�� e21ن ا�	او�� ا�6��ُ: '�.Fا��/�$ة #� ا� %c .  +  
 - $b1ا� :
0 e21ن ا�	.� �� �"�Nإ�: ا e212 ا�.    

$ك زرّ ا�"{رة �j�$ آ� ا�6
	hr ��: ا� �ول  -  	��6�  .  

  :E  ا����د )2
  .   «  Vn »اآ
E1 :  e #� ا����� - 
      «  8000   » اE2 : F 0  #� ا�����- 
     .fQ  Entrée اE2 * 1.05  » :�� WEc =   » اE3 : F 0 #� ا����� - 
  .  '	����� $G6	 E3 0ّ�د ا����� - 
 - 	��.{ a�T�� e21ن ا�	او�� ا�6��ُ: '�.Fا��/�$ة #� ا� %c .  +  
 - $b1ا� :
0 e21ن ا�	.� �� �"�Nإ�: ا e212 ا� .   

$ك زرّ -   . ا�"{رة �j�$ آ� ا�6
	hr ��: ا� �ول   ��6�	 
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�j0-�  :  ل	��
�	'Excel ن #� آ�	د ا�1.�� �#$�� 	66.�� e21ا� �G�$_و    
��
  .       أو #� أّ�� ��6 أ;$ى3000  أو #� �β �6�  �# 2020 �6 وαَ �� ا����6
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�.
�( )nu�# �#$�� ���	

�n.   

 ( )nu ا��ةF
�:�� n  ن	إذا آ WG#أ&� آ� :إذا و ��n�� n   ،1  +≤ nn uu  
 ( )nu ��Tn	6
:�� n  ن	إذا آ WG#أ&� آ� :إذا و ��n�� n  ،1  +≥ nn uu  

 ( )nu �
'	Q:�� n  ن	إذا آ WG#أ&� آ�  :إذا و ��n�� n  ،1   += nn uu   

	��� ��د��  
� $�ّE� g	 �ق درا�� ا$_: ���	

� $�ّE� g	 �را�� ا��( )nu �.�� ، :  

 nn درا�� إ}	رة ا�"$ق إ� uu −+1    

إ �  ��G	ر
n

n
u

u 
	��� 0ّ�ه	 ا��	م ��&e ��	�	'	���16 إ�: ( 1   '	���د+1
�  (  

 ) آ
	'� إ� )nu fn   ]0 ; +∞ ] ا�� 	ل��:f ، ودرا�� ا� 	 g�Eّ�$ ا��ا��=


	��	ت ا���$#� '�	 ���   :��$�� ���2ل 
  :ادرس ا� 	 g�Eّ�$ ا��
r∈0u �&أ ��آ�   وn�� n : 1 2

1 +−=+ nnn uuu  

∗ ��n �� أ&� آ� 
n : nn

nv
2

=   

   :  n��n �� أ&� آ� 
   : ا��2
 g	 �را�� ا�����	

) �Eّ�$ ا�� )nuب ا�"$ق	م '12�G  nn uu −+1:    

) :  n��n�� أ&� آ�   ) 0 1 12 22
1 ≥−=+−=−+ nnnnn uuuuu  

):  إذن  )nu  ���	


Fا��ة ��:��n.   


	��� '�	 أن 
)ا�2ّ� ا��	م ��� )nv	�	�� e&��  أ&� آ� �� n�� ∗
n  را����# ،   

10	ب 0	=� ا���1G ا� 	 g�Eّ�$ه	 �."�  
n

n
v

v ��د   و+1�	' y
   .1�G	ر

  :          و'�	 أن  :                                    ���6	 

y6
h أ
1∗ ��n�� أ&� آ�   
n                ،  . إذن :( )nu�Tn	6
� :��∗

n.    

 %X  : ( )
4

552

+
++=

x
xxxf .  ا��ا��fG
{-� ��'	n :�� ق	+r�&أ ��و   

) :x≤0 آ� )
( )2

2

4
518

+
++=′

x
xxxf�&أ �� y6
h أ
1):x≤0آ� ،  ) 0>′ xf   

4
552

+
++=

n
nnwn

0  
2

1
2

11 ≥=+− −
n

n
n

n
n

n
n

n
v

v n

nn
n

2
12.

2
1
1

1 +=+= +
+

11 ≤+
n

n
v

v

 $�ّE� g	 �ا���	

� 



 - 12 - 

 ��	

Fا��ة ��	�	 ��:fا��ا�� :  و'	��+r .  إذن :( )nw:�� 	�	�� ا��ةF
�n.   
>+ n: 1��n�� أ&� آ�  ( nn y6�و ( ) ( )1+< nn ff 1:  أي+< nn ww(  
   
  
  +�$��:���	

�Gل إن ا�� ( )nu �'ر	G
��G�G2د ا����2 ا� l��G� 	��	�� l ، أو إ    

�ح �/�� ، إذا آ	ن �� أ&� آ� � 	ل +∞ إ�:��n	 ��6�	 �sول  "�l  y�#��/�   


	��� ا'
�اء �� ر��� ����6 أ�X	 آ� �0ود ا�
�.   e
.    :و

  

  :�-j0	ت  
 ���	


.� �� f�G	رب ا�� I    ( )nu �2ودة� 	�
�	� �    ) Q �G�G0	'���د ( إIّ إذا آ	


�	 ��$ ��2ودة     �	� ��	�� #"� ه>g ا�2	�� أو I � ) −∞ أو+∞(أّ�	 إذا آ	 ��G   
     ���	

�Gل إن ا��( )nu ة��	�
�.    


	���ا     
)��Gل إن ا�� )nu�G�G2د ا���
G	ر'� �2 ا��l ل�Gإ�: ا� 	د '6��   أن آ� �
l y � 	ل �"
�ح �/��    �# ����	

   ��2د �� '�� �	��ا ��د /�� أ�X	 آ� �0ود ا��
  . �0وده	     

  :                  أ����  
  
  
  
  
  
  

 .                   ( )nu�2
G	ر'� �1      .                            ( )nv ة��	�
�                             

   
  
  

                                                ( )nw��	� ��G� I    
                                                ( )nw   ة��	�
�   

                                                         
                         

-1

0

1

2

3

0 10 20 30

n
nun

cos31 +=

1 lim =
+∞→ nu

n

-10

-5

0

5

10

0 20 40 60

nvn 2 =

∞+=
+∞→ nvn
 lim

0

2
4

6
8

10

0 10 20 30

 ��	� ���	

�  

lnu
n

=
+∞→

 lim

( )nnw 04.1 1 −+=
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  �"�Nا ��ا�2ّ�  ��$j: ( )nu َو ( )nv ن	

	ن ��د���	

�   
nn        ا'
�اء �� ر��� ���6�ّ  ،آ	ن  إذا vu ≥  �          وآ	

      #�ن 

 :��Nا ��ا�2ّ�  ��$j  :( )nu َو ( )nv

	ن ��د�
	ن  ���	
  
nn        ا'
�اء �� ر��� ���6�ّ  ، آ	ن  إذا vu ≤  �          وآ	

      #�ن 

  $T2ا� ��$j :( )nu، ( )nv  َو( )nw  ت ��د��	��	

  ��د Q ،l  �G�G0-ث �
nnn ، ا'
�اء �� ر��� ���6�ّآ	ن إذا  wuv      ≤≤ �    وآ	
    #�ن 
  
   :��$�� ���2ل 

( )nu���	

�  �# �#$��n آ ��� 	1: �
32 sin

+
+= n

nun.    

���	

�	�� ا�� e10ا ( )nu.   

   : ا��2
��f أy �� أ&� آ ��1        1  #�ن �n ��د _�� sin +≤≤− n  

��د X$ب '�	' �Q-اف ا��$_N2 ا  :�� �T2  :2     2   2 sin +≤≤− n  
 �  c�'3	#� ا���د و  �Q-اف ا��$_N1   2  3   5  :إ�: ا sin ≤+≤ n  

6
n+1ا���د ��: &��% ا��2ود ��1G  و'�  h :
1

5
    

1
32    

1
1 sin

+
≤+

+≤
+ nn

n
n

  

0:  و'�	 أن 
1

5 
1

1 limlim =
+

=
+ +∞→+∞→ nn nn

6
h أن  
1 $T2ا� ��$j e10و:    

 0
1

32sin lim =+
+

+∞→ n
n

n
lim 0 :  أي  =

+∞→ nu
n

  


	���  :إذن  
)ا�� )nu د��
G	ر'� �2 ا�� 0  .  
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nn

==
+∞→+∞→
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=
+∞→
 lim

∞−=+∞→ nu
n

 lim
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 ���	

�Gل �� � ( )nu�G�G2د ا����	' :��Nا ���2ودة � 	�   إذا و#WG إذا  M إ
n ، Mnu�� أ&� آ� ��د _���� :    آ	ن  ≤.    

���	

�Gل �� � ( )nu�G�G2د ا����	' �"�Nا ���2ودة � 	�   إذا و#WG إذا m إ
n ، mnu�� أ&� آ� ��د _���� :    آ	ن  ≥.    


	��� إ�	 ��2ودة إذا و#WG إذا  آ	� ��2ودة �� ا��N:  و�� 
�Gل �� � �"�Nا. 
 ���	

  � ه� ��2ودة �� ا��N: و�
Fا��ة  أو ��2ودة �� ا�N"� و�
6	Tn آ� �


G	ر'� � ���	

�   .  
): ��	ل  )nu ��
	��� ��د�� ��$#� �� أ&� ��د _��
�n ��� 	آ�  :  

 ����f أy �� أ&� آ� ��د _�� n : 11 sin +≤− ≤n   
��د �	' �Q-اف ا��$_Nب ا$X' 1− :�� �T2  :11 sin +−≤− ≤n  

6
c�' 1+ h	#� ا���د � �Q-اف ا��$_N0 21:  إ�: ا sin +−≤ ≤n  

 � ��1G' 2 آ� اN_$اف ��: ا���د   :0  11
2
sin ≤−≤ n 10:   أي   ≤≤ nu  


:إذن  
)	���  ا�� )nu د���	' :��Nا ���2ودة �د 1 ���	' �"�Nا ��0 و.   


	��� #� ه>g ا�2	�� �Gل إن         
) ا�� )nu �2ودة� .  
  :  1 ��$�� ���2ل

( )nu ولNا 	2ّ�ه' �#$�
	��� ��د�� �
�1 0 =u�n-�  :  ا�
$ا&%   و'

 nn uu +=+ 21   ��   .n�� أ&� آ� ��د _��
 0  2 #�ن  n�� أ&� ��د _���� y '$ه� '	�
$ا&% أ ≤≤ nu.   

��1   : ا��2np  ��=	20 ″ ا��    ≤≤ nu ″  
lG2
  : 0p �� =�2ا�

 	6��� : 20  0  ≤≤ u  210 :أي    ≤≤ �GG2� 0: إذن .  وه�p �2�2=  

"$ض أن np �2�2= 20 : أي    ≤≤ nu،   

و�$ه� أن  
1+np �2�2=20 :  أي  1  ≤≤ +nu  

 	6���  :20    ≤≤ nu y6�22202:  و    +++ ≤≤ nu 422: أي    ≤≤ + nu  
�� ″ و'�	 أن ا��ا��  �'$

Fا��ة ��	�	 ��: ا�� 	ل ″ ا� >ر ا�� [    #�ن0 ; +∞]

 4 2 20  ≤+≤≤ nu y6�220:  و    ≤+≤ nu 20: أي  1  ≤≤ +nu  

2
1 sinnun

−=


	��� ا���2ودة
 ا��
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  y6�و :
1+np �2�2=  

20   #�نn�� أ&� آ� ��د _����  :إذن     ≤≤ nu   

  ��	

	���: و'	�
)ا�� )nuد���	' �"�Nا ���2ودة �د 0 ���	' :��Nا ���2ودة �2  و   

 6
h أن 
1:  ���	

)ا�� )nu �2ودة� .  

  :  2��$�� ���2ل  
( )nu ولNا 	2ّ�ه' �#$�
	��� ��د�� �
�1 0 =u %&ا$
  :   و'�-�n ا�

 
22

1
n

n
n

u
uu
+

=+   ��   .n�� أ&� آ� ��د _��

 $
  .n ، 0  >nu�� أ&� ��د _���� y ا&% أ'$ه� '	�

 ���	

6
h ا� 	 g�Eّ�$ ا��
) ا� )nu.   
 ���	

) 'ّ�� أن ا�� )nu 	�
�	� e10ا fQ �'ر	G
� .  

   : ا��2
 ��  :n،  0  >nu ا��$ه	ن '	�
$ا&% أy �� أ&� ��د _��

  ��1np  ��=	0 ″ ا��  >nu″  

�2= �� lG2
   :0pا�

 	6���  :0  0 >u 01: أي  > �GG2� 0:إذن . وه�p�2= �2.   

"$ض أنnp 0:  =�2�2 أي  >nu  

1  0:  =�2�2 أي np+1و�$ه� أن   >+nu  

6
h أن  0  >nu�� ��c$# ا�
$ا&%  
1 :02  2 >+ nu ) �#	cإ fQ %�'$
   )2ا�

2  02وَ  nu<  0 و��  >+ nu أن h
6
11  0:    أي                    : >+nu  
  y6�و: 

1+np�2�2= .   

)أي أن nu<  0 #�ن n �� أ&� آ� ��د _����:إذن  )nu�2ود�  �"�Nا ��ة  . 

 ���	

6
	ج ا� 	 g�Eّ�$ ا��
) ا� )nu:   

 	6��� :   

2  02 وَ  nu<  0:   و'�	 أن  >+ nu  َ01 و 2 <−− nu   

:  #�ن 
( )

0
2

1
 2

2
<

+
−−

n

nn

u
uu

1  0:   أي  <−+ nn uu.  

( )
2

2
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1

2
  1

n

nn
n

n

n
nn u
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u

uuu
+

−−−
+
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>
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 h
6
1	

)��� أن ا�� )nu :�� 	�	�� �Tn	6
�n.   
 ���	

) '�	 أن ا�� )nuو �Tn	6

G	ر'�   �� ��# �"�Nا ���2ودة �.  

 ��	�
	���  10	ب 
)ا�� )nu:   
  : و'	�
	�� �.�ن                  : "$ض أن 

6
h أن                           �� 
1    :2 2 l
ll

+
= �   l=0: و'�2 ه>g ا���	د�� 

:  إذن 
∞+→

=
n

nu  lim 0  

  : 3��$�� ���2ل 
  $�
�
	��� ا���د��
)ا�� )nu ��� 	�' �#$�  :ا��

    
2
1

 0 =u  

   ( )1
2
1 2 1 +=+ nn uu��   . n �� أ&� آ� ��د _��

 e101 اu َ2 وu.    

 ���	

) أ��Q أن ا�� )nu ا��ةF
� .  
 ���	

) أ��Q أن ا�� )nu د���	' :��Nا ���2ودة �16

h أن  ، ا�( )nu �'ر	G
�  
 	�
�	�  .      fQ او&� 

    :ا��2 

:  2u وَ 1uب 	10 
8
5

1=u  َو  
128
89

2 =u.   

 ���	

) إ�Q	ت أن ا�� )nu ا��ةF
� :  

   :  n��n �� أ&� آ�
  

) ،  n��nو'�	 أy �� أ&� آ�  ) 01
2
1 2 ≥−nu1 0   #�ن ≥−+ nn uu  


	���  :إذن  
)ا�� )nu:�� ا��ةF
� n.   
Qإ  ���	

)�	ت أن ا�� )nu د���	' :��Nا ���2ودة �1 :   

	��� :�>آ�$
�Gل �� � ( )nu�G�G2د ا����	' :��Nا ���2ودة � 	�   إذا و#WG إذا  Mإ

n ، Mnu�� أ&� آ� ��د _���� :         آ	ن  ≤.    
 ��   : n ، 1≤nu ا��$ه	ن '	�
$ا&% أy �� أ&� آ� ��د _��

22
1

n

n
n

u
uu
+

=+

∞+→
=

n
nu l lim

∞+→ + =
n

nu l lim  1

( ) ( )

( )1
2
1              

12
2
11

2
1  

2

22 1

−=

+−−+=− =+

n
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 ��1 np  ��=	1 ″ ا��≤nu ″  
�2= �� lG2
  : 0pا�

 	6��� : 10 ≤u  1 :أي
2
1 ≤   �GG2� 0: إذن . وه�p �2�2=  

"$ض أنnp�2�2= 1:  أي≤nu ه� أن$�و
1+np�2�2= 11:  أي≤+nu  

 	6��� : 1≤nu  ) ��c$# �� %&ا$
    r+و'�	 أن ا��ا�� �$'% �
Fا��ة ��	�	 ��:)  ا�

6
h أن 
1 : 12 ≤nu ��  2  إ�: ا���1n fQ ��#$b ا�b$#�� ��: 1إc	#� ا���د   و'

 :�� �T2  :( ) ( )11
2
11

2
1 2 +≤+nu 11:   أي≤+nu   

) ه>ا ���6 أن ( n ، 1≤nu�� n�� أ&� آ� :إذن  )nu:��Nا ���2ودة �(   
6
	ج أن  
)ا� )nu �'ر	G
�:  


	���  :�>آ�$  
  ��2ودة �� ا��N: و�
Fا��ة  أو ��2ودة �� ا�N"� و�
6	�Tn  آ� �

G	ر'�        � ���	

  .   ه� �


	���  و&�	 أن�� ا�s1ال  
)ا�� )nuا��ةF

	���  و&�	 أن   ، و�� ا�s1ال �
  ا��
 ( )nu:��Nا ���2ودة � ���	

6
h أن ا��
1 ،  ( )nu�'ر	G
�.   

 10	ب 
∞+→n nu  lim  :   


	��� ا
��( )nu ��1
G	ر'� ، �l 	�
�	� .  

) '�	 أن  )1
2
1 2 1 +=+ nn uu أن ا��ا�� 	و'� ، ( ) ( )1

2
1 2 += xxf:�� ة$�
1�r  

):  #�ن  )1 
2
1 2 += ll y6�0122:   و =+− ll	
     l=1: ��   و'	�

lim  1:  إذن  =
∞+→n nu    

    
  
  
  
  
  
  
  
  

0
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 ��
��	


 	ور�	ن إذا و#WG إذا آ	� إ�0اه�	 �
Fا��ة واN;$ى �Gل �� �� 	��   إ

 $"Tول إ�: ا�s� 	��6�' وا�"$ق ، �Tn	6
� .  
$;` $���
' :   

  ��
��	

�Gل �� �( )nu و ( )nv��� 	� lG2� ن إذا	�ور	 
� 	��   : إ

    ( )nu ا��ةF
� ���	

�   

    ( )nv�Tn	6
� ���	

�   
    ( )

∞+→
=−

n
nn uv 0   lim  


	ا� : ��	ل 

	ن��� ( )nu و ( )nvأ&� آ�  ا ��ن 	
#$���n�� *n ــ' :  

 nun
nvn  و  =−1


 	ور�	ن =1�  .  

  
  
  
  

                  
 �.
� ( )nu و ( )nv �# ��
#$�� ��
��	

� n.   

 �) إذا آ	 )nu و ( )nv��ور	 
� ��
  � و�.�ن ���	 "� ا�6�	��  ، �.�	ن �
G	ر'
 �G�G2د ا���  :   �.�ن l و'	cA	#� إ�: ذ�P ، إذا آ	� ه>g ا�6�	�� ه� ا�

 n  ،  nnnn��n�� أ&� آ�   vvuu l             1  1  ≤≤≤≤ ++  

  a�c��   :  

  : 1��$�� ���2ل 
( )nuو ( )nv أ&� آ� ��ن ، 	
#$�
	ن ��د�
	ن ���	

�n�� *n  ��� 	آ� ،:                                    

 
222

1...
3

1

2

11
n

un nuv   وَ  =++++ nn
1

   +=  


�� أ��	

)��Q أن ا�� )nuو ( )nv ن	�ور	 
�.  

l1+nunu
l 1+nv nv

r.......
.......


	ن ا��
 	ور�	ن ا��رس��	

 ا��
+�$�� 

 ;�اص

1−
2
1−

3
1− 0 1

3
1

2
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1
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n
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  : ا��2  
��
��	

) إ�Q	ت أن ا�� )nuو ( )nv ن	�ور	 
�:  

 	6���:
222

1...
3

1

2

11
n

un   و  =++++
( )22221

1

11...
3

1

2

11
+

+++++=+
nn

un  

 y6�أن                                : و 	أ&� آ�:  ، و'� ��n�� *n ،   

1  0:  #�ن  >−+ nn uu .   إذن: ( )nuا��ةF
� ���	

� .   

nuv: و���6	  nn
1

    وَ    =+   
1

1
   11 ++= ++ nuv nn  

  y6�و:  

  
 y6�و  :  

  

1  0: #�ن                           ،   *n��n�� أ&� آ� :  و'�	 أن  <−+ nn vv  

) :إذن   )nv���	

� �Tn	6
� .  

nuv: و���6	  nn
):  إذن  −=1 )

∞+→∞+→
=







=−
nn n

uv nn 0    1   lim lim   

 �=-;  :��
��	

6
h أن ا��
1 �GG2� �Q-ن ا�/$وط ا��N( )nuو ( )nvن	�ور	 
� .  

   :2��$�� ���2ل  
 $�
� ��
��	

)ا�� )nuو ( )nv #$�   �� أ&� آ�و  v=20 و  u=10'ــ � 
�ا��

�� :  n  ��د _��
3
2 

1
nn

n
vu

u
   وَ  +=+

5
4  

1
nn

n
vu

v
+=+.   

 e101اu َ1  وv.   

  ��
	��� n�� أ&� آ� ��د _��
�ّ$ف ا�� ، ( )nw ــ'  nnn uvw −=        

)أن  '$ه� -   أ )nw ولNا 	و0ّ�ه 	��	أ� ����� e�b� ����6ه ���	

�    .  


	���اnw ��I�' n fQ 10اآ
e ��	رة  -ب 
�	�� ا�� e( )nw .  

nn اآ
e آ- �� -&ـ  uu   1 nn  وَ  +− vv   1 −+ ��I�' nw.   


�� -د   ��	

6
h أن ا��
)ا� )nuو ( )nv ن	�ور	 
�.  
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  ���	


�$ ا���( )nt أ&� آ� �� �#$�nnn 'ــ  n��n ا�� vut 01 3 +=  
)'$ه� أن        )nt �
'	Q ���	

� .  

 ��I�' e10ا n ا�� ��ع ns p�0  :nn uuus  .......      10 +++=  

   :  ا��2
  : 1vوَ   1uب	10 

 
3
5

3
221

3
2 00

1 =×+=+= vu
u  ،  

5
9

5
241

5
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 00
1 =×+=+= vuv   

)أن  ا��$ه	ن - أ )nw ����6ه ���	

� :  


	���:  �>آ�$ 
)�.�ن ا�� )nw����6ه  WG#إذا و �G�G0 إذا و&� ��دq ن�.� p�2' :  

 ��n ، nn          �� أ&� آ� ��د _�� ww q   1 ×=+  

)ت أن	�Q إ-ب   )nw

  :	��� ه����6  �

   :  n��n �� أ&� آ� 
    
 
  
   
  

):  إذن  )nw

=−= 000 1	��� ه����6 أ�	��	              وَ 0ّ�ه	 اNول � uvw  

  :   nw  ��I�'n ��	رة �'	آ
 -ب 

 ���	

)10	ب �	�� ا�� )nw :   

��f أy إذا آ	ن  11 +<<− q   ن�#
+∞→

=
n

nq    0lim أن h
6
1 ،   :
+∞→

=
n

nw    0lim  

nnآ
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nnآ vv   1 −+ ��I�' nw  :  
  
  
  
  

nnn:  إذن  wvv
5
1   1 −=−+  

6
 -د 

��	ا���	

)ج أن ا�� )nuو ( )nv ن	�ور	 
�:  

�� 
n

nw 
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15
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6
h أن ا��
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n

nw 
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15
2

nnn وَ   wvv
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6
h أن ا��
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n

nw    0lim أي  : ( )
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n

nn uv 0   lim  

):  إذن  )nu  ا��ةF
� ،( )nvَو  �Tn	6
� ( )
∞+→
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n

nn uv 0   lim أن h
6
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��	

)��ا�� )nuو ( )nv ن	�ور	 
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)ن أن 	�$ه ا� )nt �
'	Q ���	
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	��� [:  �>آ�$ 
)ا�� )nt�
'	Q [  �#	.�  ]  أ&� آ� ��n� �n ، 0  1 =−+ nn tt [  
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):  إذن  )nt �
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"$ض أنnp�2�2= 0:  أي>nu ه� أن$�و
1+np�2�2= 1 0:  أي >+nu  
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11 0:أي :                          >+nu  y6��2�2         :و=  
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	���  و&�	 أن- أ- ا�"$ع  �� ا�s1ال 
)ا�� )nuNا ���2ودة ��"�،   


	��� و&�	 أن - ب-ا�"$ع   و�� ا�s1ال
)ا�� )nu
��Tn	6 ،   
 ���	

6
h أن ا��
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	���  -ب     
)�	 ه� �	�� ا�� )nu؟   

  .g ا���	رة =�2 ه>'	�
$ا&%  ، fQ '$ه� nu ��I�' n;ّ�� ��	رة

  :  ا��2 

	��� ��ادر 
) ر�	'� ا�� )nu :  

 n  :32   1��n �� أ&� آ� +=−+ nuu nn   


	���: إذن 
) ا�� )nu :�� 	�	�� ا��ةF
�n  )( )nu  :�� 	�	�� ����رn(   

n ،2  nunن أy �� أ&� آ� ��د _���� 	�$ها� - أ >:   

 ��1 np  ��=	2 ″ ا��  nun > ″  
�2= �� lG2
  : 0pا�

 	6��� : 20  0 >u  1  0 :أي >  �GG2� 0: إذن . وه�p �2�2=  

"$ض أنnp�2�2= 2 : أي  nun >    

 و�$ه� أن
1+np�2�2= أي  :  

 	6���  :2  nun 
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 32    32 2 ++>++ nnnun 2    32:   أي
1 ++>+ nnun  
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6
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1   :( )21  1 +>+ nun . y6�و  : 
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�� �� أ&� آ� ��د _ :إذن ��n  ،2  nun >   


	���  -ب 
)10	ب �	�� ا�� )nu:   
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+∞=
n

n2 lim   أن h
6
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∞+=
n nu  lim.   
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1   32�� ا� ++=+ nuu nn  
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9324312   12 =++=+×+=uu 23   16349322 و =++=+×+=uu  

  ه� �$'�	ت �	�� ...   ، D0I 1 ، 4 ، 9 ، 16 أن ا��Nاد 
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  ��6
h أy �� أ&� آ� ��د _��
1) ، n و��.� أن  )21 += nun  


$ا&%ن	�$ه ا��	'  ��)،  n أy �� أ&� آ� ��د _�� )21 += nun:   

 ��1 npا�   ��=	�″ ( )21 += nun ″  
�2= �� lG2
  : 0pا�

)ا�b$ف ا��	� ه�   ،  u=10ا�b$ف اNول ه�   ) 110  2 =+  

  =0p�2�2 :إذن .  ا�b$ف اNول �1	وي ا�b$ف ا��	�   و'	�
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1+np�2�2= أي  :( )22 1 +=+ nun   
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�$ ا���( )nu�# �#$�  : '�	 ��� n ا��

     au =0 p�0   a ل	ا��  �� �G�G0 [ 0 ;  1] ��د  
    ( ) nnn uuu .21    .  n��n  �� أ&� آ� +=−

"$ض #� ه>ا ا�s1ال أن   :
8
1=a  .   

    .2u  وَ 1uاe10   -   أ

� ا���626 -ب 	 
�	�� و �
� f��� �# fار�( )pا����� ���ا�� f �# �#$�    ا��

]ا�� 	ل  )   'ــ0 ; 2[ ) ( )xxxf −= 2 f�G
) ، وا��1 )dy
xy  ا�>ي ��	د� =    

)ا�
��م )pو ( )dWG6ا� ����
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     ،0u#�ا=��	 ا�

 1u ،2uَ3   وu e��$
   )cm 8و�0ة ا��bل (  . ��: ا�

"$ض #� ه>ا ا�s1ال أن a �G�G0 ل آ�"�  ��د	ا��  ��[ 0 ;  1].   
  . nu < 0 > 1 #�ن  n '$ه� '	�
$ا&% أy �� أ&� آ� ��د _����-   أ


	���'$ه -ب 
) � أن ا�� )nu 	�	�� ا��ةF
�  .  
6
h ؟-&ـ 
   �	ذا �1
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 %X 
8
1=a���	

�ّ$ف ا��)  ، و )nv ��� 	آ� :nn uv  1 −=.    

    .1v  و0vَ اe10-   أ
6
nv��I�' nv h+1 اآ
e ��	رة-ب 
    .fQ  nv ��I�' n ا�

6
h ��	رة ا�2ّ� ا��	م -&ـ 
     .nu ��I�' n ا�


	���-د  
�	�� ا�� e10ا ( )nv���	

�	�� ا�� fQ ، ( )nu.    

   : ا��2

  :  2u  وَ 101u	ب - أ
64
15=1u َو  

4096
1695=2u .    

)ر�f ا���626 -ب  )p  WG6ا� �����ا��2 : و  ��	�                                         .اj$ ا�/.� #� 

  : nu < 0 > 1 #�ن  n ا��$ه	ن '	�
$ا&% أy �� أ&� آ� ��د _����-أ

 ��1 np  ��=	1 ″ ا�� < nu < 0  ″  

�2= �� lG2
  : 0pا�

 	6���  :1 < 0u < 0  0>       >1:  أي  �GG2� 0:إذن .  وه�p �2�2=.   

"$ض أن np�2�2= 1:  أي < nu < 0    

    nu < 0+1 > 1:  =�2�2 أي np+1و�$ه� أن  

 �  −1 ، و'�c	#� ا���د     %1 < nu < 0�� ��c$# ا�
$ا& 1 01 <−<− nu  

 y6�و  :( ) 1   1 0 2 <−< nu د�� � −1 ، و'	�X$ب '	� ( ) 0   1 1 2 <−−<− nu  

 � +1 و'�c	#� ا���د  ( ) 1   11 0 2 <+−−< nu أن �j0-�'و ،   :  

( ) ( )  11 .2 2
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6
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) 	ن أن ا�� )nu 	�	�� ا��ةF
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)  :n�� n �� أ&� آ�  ) ( ) nnnnnn uuuuuu  12     1 −=−−=−+  
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	�	�� e&�� أن ا� �اء h
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	���:إذن  
) ا�� )nu:�� 	�	�� ا��ةF
� n.   
6
	ج -&ـ 
�Iال :  اs1ا� ��أ- ا�"$ع 3-���	

6
h أن ا��
1  ( )nu:��Nا ���2ودة �  


	���- ب - ا�"$ع 3 و�� ا�s1ال 
)  و&�	 أن ا�� )nu :�� 	�	�� ا��ةF
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	��� ��د�� �
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�� ا�� � �
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"$ض أن ( )nu���	
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� ، و '	Q $�� ( )nv ��� 	آ� :  

    α  
2
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	��� ��د�� �
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) ا� )nu �
'	Q :  


	���[ :�>آ�$ 
) ا�� )nu �
'	Q [   �#	.� ]أ&� آ� �� n ��n ،0  1 =−+ nn uu[  
         ����bد ا���1  0 #�ن n أي أy ���	 �.� ا� ... uuu nn ===+.   

-0,2
0

0,2
0,4
0,6
0,8

1
1,2
1,4
1,6
1,8

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2

 )p    ( 

 )d    ( 

3u2u1u0u

1A
2A

3A

0A



 - 59 - 
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e10ا ns��I�' n.   

 ����bد ا���) ��na p�0.� ا� )1415 22 −= +n
na.   

 ����bد ا����� 	��� ��ّ� n د���� �����nA��1 اGا� �n	' na :�� 7.   

   : ا��2
)أن  إ�Q	ت -أ )nu ����6ه ���	

�:  

) �.�ن :�>آ�$   )nu����6ه ���	

� �G�G0 إذا و&� ��د WG#إذا و q p�2' :  
          ��n   ،nn�� أ&� آ� ��د _�� uu q.1=+  

  	6��� :1  11 += ++ nn vu ���	

)  و�� ��$�+ ا�� )nv : 3 4 1 +=+ nn vv  
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) :إذن   )nu����6ه ���	

151400 و0ّ�ه	 اNول q=4 أ�	��	 � =+= vu  
nu	ب  10-ب 
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∞+→
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) '�	 أن  )nu����6ه ���	

150 و0ّ�ه	 اNول q=4 أ�	��	 � =uم	�   #�ن 0ّ�ه	 ا�

 nn
n quu 415 0 ×=×= y6�و   :+∞=
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  lim nu
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��د د�� �����nA��1 اGا� �nرا�� '�اn2 :�� 7:   

  	6���  :[ ]7 1 20 ≡  ،  [ ]7 2 21 ≡ ،  [ ] 7 4 22 ]  وَ  ≡ ]7 1 23 ≡   

 y6�و  :[ ]7 1 23 ≡k ، [ ]7 2 2 13 ≡+kَو [ ] 7 4 2 23 ≡+k) أ&� آ� ��k��n(  

kn إذا آ	ن  ] #�ن =3 ]7 1211212 2 3 −≡−×≡−×≡ k
na أي  :[ ]7 1≡na  

13 إذا آ	ن  += kn ن�# [ ]7 12212 2 13 −×≡−×≡ +k
na أي  :[ ]7 3≡na  

23ا آ	ن  إذ += knن�# [ ]7 14212 2 23 −×≡−×≡ +k
na أي  :[ ]7 0≡na  

��د:إذن  �� �����nA��1 اGا� �nا�' na :�� 7 ه� }{  3 , 1 , 0 .   
  

 ��$�� 16:  

 %'$� �� 	n-b0000ا DCBAy��c ل�_ m1   

	�'$� �/6 1111 DCBAp�00010 4

1
BAAA =   

	��	Q 	�'$� fQ 2222 DCBAp�01121 4

1
BAAA =   

�ا=� '�>g ا��G�$b ����� إ/	ء ا��$'�	ت     .  

$�F 'ــ  nl %'$ا�� %�c إ�: _�ل nDnCnBnA.   

    . 2l  و0l ، 1lَ اe10-   أ

6
h ��	رة- ب
    . nl��I�'   n ا�
  :   np p�0 ا�� ��ع n ا��I�' e10-&ـ

 nnn A A ...A A A A AAp 1322110 −++++= .   

   .nDnCnBnA إ�: �1	�0 ا��$'%        :$�F 'ــ

  .  2a   وَ   ،       اe10-  أ
6
h ��	رة-ب
  .     '���I         ا�
�0p nn     ا�� ��ع      ا��I�' e10-&ـ aaas  ...     10 +++=.   


�� ادرس ا�  ��	

  )  .)naوَ )nl  (	 g�Eّ�$ آ� �� ا��
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   :2a وَ       ،      ب	 10-أ 
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lim 0 : إذن  =
+∞→ nl

n
lim 0  وَ   =

+∞→ na
n

  

 ��
��	


G	ر'
	ن �2 ا���د )  na(وَ )  nl(و'	�
	�� #�ن ا���0.    

  

 f�$ا� :  

                 

��
��	


G	ر'
	ن )      (وَ )      (  واac �� ا�
���� ا���	� �.� �� ا��� 	��  أ
0�2 ا���د         .   

  

  

 ��$�� 1  )2005Nouvelle Calédonie Mars  Bac (   
  :ا� Fء اNول  

0A َ0 وB$ّ� ، f�G

	ن �
�	�F�	ن �� �1bG  ��
bG61ف ا�A َ1 وB ��� 	آ� :  
 1A ��bGا� +T
6� [ ]00BA  َ1  وB ��Gا� ��� ا��� a&$� ( ){ ( )}2 ;  , 1 ; 0  0 BA  

  WG6ا� f�� 1A ، 1B ، 2A َ2 وB �&أ �� cmBA 1200 =.   
 WG6ا� :�� y�cا�>ي ��.� و ����
   آ��$ا ؟�6� n�	 �nBa�T وnAَ �	 ه� ا�

 f�G
Fود ا��1 ( )00BA                        p�0                f���'.  

 ��
bG6ا� $�
� nA َو nB 	ه�	
�=	# ��
  . ��: ا�
$��nv e وَ nu ا��

 #�ن  n��n  'ّ�� أy �� أ&� آ� 
2
  1

nn
n

vuu   وَ  +=+
3
2  1

nn
n

vuv +=+.   

( )   ;  0 iA0012
1  BAi =

  �����2 ��$'.	��ر�	ت

na nl
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 �   :ا� Fء ا��	
  ��
��	


�$ ا���( )nu َو ( )nv أ&� آ� �� ��
#$�   : '�	 ���  n��n ا��

                                       وَ
  


	��� '$ه� أن  
)ا�� )nw�#$�nnn 'ــ    n��n�� أ&� آ�  ا�� uvw   −=   

	��� ه����6       ه� 

G	ر'�  وأن آ� �0وده	 ��&�� ��.   



)	���  '$ه� أن ا�� )nu ���	


Fا��ة وأن ا��� ( )nv �Tn	6
� .  
6
h �� ا�s1ا��� ا�1	��G' أن 

��  ا���	

)ا�� )nu َو ( )nv 	��� ن وأن	

G	ر'�   

"� ا�6�	��       .  
 ���	


�$ ا���( )nt أ&� آ� �� �#$�nnn 'ــ  n��n ا�� vut 3 2 +=  

)'$ه� أن        )nt �
'	Q ���	

� .  

 p�	ء ا��F ا�:   
 ، ��G'	1أ�� ا�F ا� �� 	���� �T2ا�� hr	
      nBوnAَ 0ّ�د �	�� ا�WG6ا�
�	دا ��: ا�6

   .+∞ إ�: �6� n�	 �sول

 ��$�� 2 )2005Noumea  Bac (   
 ��
��	


�$ ا��� ( )nu َو ( )nv أ&� آ� �� ��
#$�  :  '�	 ���  *n��n ا��

                                 
          وَ                                   

   .4uوَ   2u ،3u اe10 -أ 

∑ :  *n��k  '$ه� أy �� أ&� آ�-ب     
=

=
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k
n k
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            1 
1

1 1

1 xxnvv d
n

n
nn ∫

+

+ −+=−  


	���  - ب   
6
h ا� 	 g�Eّ�$ ا��
)ا� )nv.   

  ���	

)'$ه� أن ا�� )nv�'ر	G
�  . F�$�l���	

) إ�: �	�� ا�� )nv )  p2� I  

	���  ) . l �� 10	ب 
�	�� ا�� e10ا( )nu.   

  ) ا�.	�$ون 2005'.	��ر�	  ( 3 ��$�� 

	��� ا���د�� 

�$ ا���( )nuا�� �# �#$�n ��� 	�' :  

  ( )nnuuu

u

n +=+++

=
2

2
1  ...  

0

10

0
  

   .3u وَ 1u ،2u  اe10-أ 

X% -ب  nn uuuT  ...    10    . *n��n ، �� أ&� آ�=+++

     e
−− 1اآ nn TT ��I�' nu ��I�' fQ ، n.   
6
h أن - &ـ
   .=n ، nun�� أ&� آ� ��د _����:  ا�

 $�
� ���	

) ا���د�� ا�� )nv  �#$�  :آ�	 ��� ا��

   10=v     َوnnv
33

1 =��  n �� أ&� آ� ��د _��

   .3v  و1v،2vَ اe10 -   أ
   .nv��I�' nv+1 اآ
e ��	رة-ب 

6
h-&ـ 
) أن ا� )nv 	��	أ� ����� e�b� ����6ه ���	

�.   

 %X 110  ...  −+++= nn vvvS.   

   .nS ��I�' n اآ
e- أ  
�	�� - ب e10ا nS ولs� 	��6� n :إ� ∞+.   

 ��$�� 4 )2004 Antilles Guyane  juin  Bac (    
 ��
��	

�$ف ا�� ( )na َو ( )nb ��� 	�'  :  

 1 0 =a ، 7 0 =b   أ&� آ� ��وَ n �� n    :  
  
  

 �.�� ( )D             f��
��  n��n�� أ&� آ� . �1
��G	 �Fودا '�bG6ا� $�
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nA َو nB 	ه�	
�=	# ��
  . ��: ا�
$��nb e وَ na ا��

 WG6ا� f�� 0A ، 0B ، 1A ، 1B ، 2A َ2 وB.   

 �.
� ( )nu �&أ �� �#$�
	��� ا��
nnn 'ــ  n��nآ� ا�� abu   −=  
)'$ه� أن     )nu ولNا 	و 0ّ�ه 	��	أ� ����� e�b� ����6ه ���	

�.  
   .nu ��I�' nاآ
e ��	رة   


��  . nb  وَ n na	رن '�� ��	

)ادرس ا� 	 g�Eّ�$ آ� �� ا�� )na َو ( )nb   .  
    hr	
  .#1ّ$ ه���6	 ه>g ا�6

 ��
��	

) '$ه� أن ا�� )na َو ( )nb ن	�ور	 
�    .  

�  �.
( )nv أ&� آ� �� �#$�
	��� ا��
nnn 'ــ  n��nا�� abv   +=.   
)'$ه� أن     )nv �
'	Q ���	

�.  

    ���G
6
h أن آ� ا�bG% ا��1
]ا� ]nnBA
"� ا��6 	��  +TI.  
 ��
��	

) 'ّ�� أن ا�� )na َو ( )nb 	��6� آ� ��	� e10ن وا	

G	ر'� .  

     � �
 . #1ّ$ ه���6	 ه>g ا�6
 ��$�� 5 )2004Nouvelle Calédonie Novembre  Bac (   

 ��
��	


�$ ا��� ( )nu َو ( )nv أ&� آ� �� ��
#$�  :  '�	 ���  n��n ا��
                                 

         وَ                                   
  

 e101 اu، 1v، 2u َ2  وv.   

 �.
� ( )nw أ&� آ� �� �#$�
	��� ا��
nnn 'ــ  n��nا�� uvw   −=.   

) '$ه� أن -أ    )nw 	��	ه����6 أ� ���	

�
4
1.   


	��� nw ��I�' n اآ
e ��	رة -ب 
) ، و�ّ�� �	�� ا�� )nw.   
��
��	

�� درا�� ا� 	 g�Eّ�$ آ� �� ا��' ( )nu َو ( )nvن	�ور	 
� 	��  .، '$ه� أ

 $�
�  ���	

)ا3ن ا�� )nt أ&� آ� �� �#$� 'ــ  n��n ا��
3
2  nn

n
vut +=   

) '$ه� أن -أ    )nt �
'	Q ���	

� .  

�� -ب ��	

�	�� آ� �� ا�� h
6
)ا� )nu َو ( )nv.   

�� وا��2	ة1998'.	��ر�	  (  6 ��$�� ��bم ا����   (  
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( )nu ��� 	�' �#$�
	��� ��د�� �
� :  

  00 =u    

      
3
1 

3
2 1 +=+ nn uu أ&� آ� ��  ��   ��nد _��

��n : 1  0د _���� � '$ه� '	�
$ا&% أy �� أ&� آ    <≤ nu.   
���	

)  '$ه� أن ا�� )nu:�� 	�	�� ا��ةF
� n.   

�.
� f ��� 	آ� ��G�G2اد ا���Nا ���� � :�� �#$�  :ا��ا�� ا���د�� ا��

       ( )
3
1 

3
2  += xxf   

):  'α p�2 �ّ�� ا���د ا��G�G2 -   أ ) αα =f.   

X% ، �� أ&� آ� - ب n�� n  ،α  −= nn uv.   

) 'ّ�� أن      )nv�� e�b� ����6ه ���	

  .��� أ�	��	 و0ّ�ه	 اNول  �

6
h ��	رة nv��I�'  n اآ
e ��	رة    
    .fQ ، nu��I�'  n ا�
 e10ا nu

n
 lim
∞+→

.   

  
�  1998'.	��ر�	 (  7��$��  ��� .  ���   )$���� ���م � : ا�/

�.��  α  ل	إ�: ا��  ��
6� 	�G�G0 دا��] [1 ; 0 . $�
����	

)ا�� )nu:�� �#$�    nا��
 ��� 	�'  :  

  

  
   .n  ، 1≥nu '$ه� أy �� أ&� آ� ��د _���� -أ 


	��� -ب 
) أ��Q أن ا�� )nu �Tn	6
�.  
6
h -&ـ 

	���  ا�
)أن ا�� )nu 	�
�	�
G	ر'� و�ّ�� �. 

  �.
����	

)ا�� )nv:�� �#$�:   آ�	 ��� nا��
α
1

−
−=

n

n
n u

uv  

)$ه� أن  '-أ   )nv 	��	ه����6 أ� ���	

�α.   
6
h ��	رة  . α وnv ��I�' n اآ
e ��	رة -ب 
   .α وnu  ��I�'nا�

 e10ا - &ـ
∞+→n nu  lim.   
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   )'.	��ر�	 أ&���6 (  8��$��  

 ��

�� ا���د���	


�$ ا���( )nu ، ( )nv:�� ��
#$�  :  '�	 ��� n ا��

 90=u ، 3
2
1

1 −=+ nuun   َ6 و  += nn uv  

) '$ه� أن - أ )nv ��&�� 	ه����6 �0وده ���	

�.  

   .nv ��I�' nاآ
e ��	رة  - ب


�$ ا�� ��ع  - &ـ� nn vvvS  ...  10 +++=.   

 e10ا      nS ��I�' n ب ا�� ��ع	10 h
6
nn وا� uuuS  ...  10 +++=′  

�	�� آ� �� ا�� - د h
6
   .′nS وَ nS ����� ا�

 ���	

�$ف ا��( )nw  ــ' ( )nn vw ln= ��   .n �� أ&� آ� ��د _��

) '$ه� أن -أ  )nw ��'	10 ���	

�.  

nn ا�� ��ع n ا��I�' e10 - ب wwwS  ...  10 +++=′′  h
6
  وا�
∞+→

′′
n nS  lim   

nn ��.� ا� �اء  vvvp  ...     10 ×××=.   

 e10ا ( )
∞+→n npln lim  h
6
 وا�

∞+→n np lim 

  ) '.	��ر�	 أ&���6 ( 9��$��  

	��� ا���د�� 

�$ ا���( )nu�# �#$�   : '�	 ��� n ا��

   eu    ه� أ�	س ا����	ر�
f ا����6$ي e  ، ا���د 0=

   nn uu  1   . ��nد _������ أ&� آ�  +=


.�و ����	

) ا�� )nv �#$��:nn	 ��� ��n 'د _������ أ&� آ� ا�� uv  ln=.    

) أ��Q أن-أ  )nv

���� أ�	��	 و0ّ�ه	 اNول  �� e�b� ����6ه ���	.  

6
h ��	رة nv��I�'  nاآ
e ��	رة -ب 
    .fQnu��I�'  n ا�

 ��n  ،%X �� أ&� آ� ��د _��:   nn vvvs  .......     10 +++=  

nn   وَ   uuup       ... 10 ×××=.    

nsepn :أ��Q أن  -أ      =.   

6
h ��	رة ns��I�'  nاآ
e ��	رة - ب
    .fQnp��I�'  n ا�
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	���-&ـ 
�	�� ا�� ��ّ� ( )ns  h
6

	�fQ ا�
�	�� ا���� ( )
np.  

  
  
  

  )'.	��ر�	  أ&���6 (  10 ��$�� 

�.
� f �&أ �� �#$� ا��ا�� ا��
2
1>x ��� 	آ�  :( )

12

2

−
=

x
xxf  

) ، x<1 '$ه� أن ، �� أ&� آ�  ) 1>xf.   

�ّ$ف ا��  ���	

( ) n∈ nnu ��� 	�'  :  

        
 ��
��	


�$ ا��� ( )nv َو ( )nw ��� 	آ� ��
#$�  : ا��

     
n

n
n u

u
v

)وَ     =−1 )nn vw ln=  


�� -  أ��	

) '$ه� أن ا�� )nv َو ( )nw �� ن	
#$�    . n ��د _����أ&� آ� �

)'$ه� أن  - ب )nw ولNا 	و0ّ�ه 	��	أ� ����� e�b� ����6ه ���	

�    .  

6
h ��	رةnw ��I�' n اآ
e ��	رة - &ـ
   .fQ nv ��I�' n ا�

6
h أن  - أ
 : ا�
2

 

2
11

1
nnu








−
=   

nu اe10 -ب     
n

 lim
∞+→

.  

nu اe10 -ب     
n

 lim
∞+→

.   

  ��$��11 :  
 y2c��ُ 	ون آ�F�0 �.{ :�� ر	 {Nا �� ���� � y	
   أراد #-ح أن �Fرع #� '1
�$#� _�ل ه>ا ا�F�2ون 0
: G�ُّ�ر ��د اN} 	ر ا�
� ./.�  ا� � y��� e&ا و<��    
  : ه>ا ا�F�2ون ُ�.ّ�ن �� أT	ف ا��واr$ '	�.�"�� ا�
	��� . ��.� زر��	  

2Aة$rا��ا +T F$آ�0 c $bG10[ ذات ا�AA. [  

3A ة$rا��ا +T F$آ�1 c $bG21[ ذات ا�AA. [  

20 =u
( )nn ufu =+  1
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4Aة$rا��ا +T F$آ�2 c $bG32[ ذات ا�AA. [  

$rف ا��وا	T�ا=� '�>g ا�.�"�� إ/	ء أ nc.   
"$ض أن  mAA  100 10 =.   

 ��ّ1nl ة$rا��ا +T    .nc _�ل 

    .3l  وَ 0l، 1l، 2l اe10 -   أ
6
h-ب 

	���nl��I�' nl+1 ا�
   ) .fQ  )nl 0ّ�د _���� ا��

 #�ن n 'ّ�� أy �� أ&� آ� ��د _����-&ـ 
n

nl 






=
2
150 π.   

 ��  .  #n0c، 1c ،  ...،7c WGّ$ر ا�"-ح أن �$�f أT	ف ا��واr$ ا���	

e10ا     L ��  . _�ل ا�F�2ون ا�6	�h �� أT	ف ه>g ا��واr$ ا���	
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  ��$��11 :             

   : ا� Fء اNول 
pا���� �.�� ABC.    

  
  
  
  
  
  
  


��أ bG6ا� �/1Mَ1 وN p�0 : ABAM
3
2 1 ACAN  وَ =

3
2 1 =.    

"� ا�/.� ؟ 	6�b�� �
  �	 ه� ا�"$�c	ت ا�
  WG6ا� a&$� ل	��
�	' .  
��	ل ا�
2	آ�  
�	' .  
  f����	ل �
�	' .  

)ا��1
f�G ا���ازي �ـ )1CM��/� 1 وNf�G
) �bG% ا��1 )AB �# 2M    

)ا��1
f�G ا���ازي �ـ و )BC��/� 2 وMf�G
) �bG% ا��1 )AC �# 2N.   
 WG6ا� �G'	1ا� �G�$bف '6"� ا�$ّ� 3M، 3N، 4M، 4N وه.>ا  ...  

    .��I�' AB ا�/�	ع 2AM �ّ�$ �� ا�/�	ع -  أ

    .��I�' AB ا�/�	ع 3AM �ّ�$ �� ا�/�	ع -ب

   .��I�' AB ا�/�	ع 8AM �ّ�$ �� ا�/�	ع 
e

�� 8M    اآbG6��  a&$آ�  Aَو B.   

�.��n ع	���وم ، �ّ�$ �� ا�/� $�� 	��   .  AB ا�/�	ع  '�nAM��I ��دا _��
 WG6ا�nM �bG6ا� ��ب $
G� A.   


��nM+1  #�ن ا� *n�bG6��n '$ه� أy �� أ&� آ�bG6ا� ��' %G� nM َو A    
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310ا'
�اء �� أ�� ر��� �.�ن  - 
3
2  0 −<< 






 n
    ؟

  : ه� �$آF ا��1	#
�� ا��
1	و�
�� �� ��� nM '$ه� أن )7

     ( )nnn BA 2 ,  , 23 , 




 −  

) ا��1
f�G ا���ازي �ـ)8 )1CM�bG6و�/�� ا� Af�G
) �bG% ا��1 )BC�# E،   

    f�G
) ا��1 )12 NM %bG� ( )BC�#  1C ،  f�G
)ا��1 )23 NM %bG� ( )BC    

   �# �bG62 ا�C وه.>ا ...  

    .��I�' BC ا�/�	ع BE �ّ�$ �� ا�/�	ع -  أ

BCBE '$ه� أن  -ب ....
3

3

22

3

2

3

2
1 























= ++++  

�-�n }	ل أي � ( ' �	�
�I211   ...:     �.� ا +++= CCCCBCBE(   

	��� -&ـ 
6
h ر�	'� ا��
   :ns  ( p�0( ا�

  
n

ns 














 ++++=
3
2   ... 

3
2 

3
21

2
   

 �  : ا� Fء ا��	

10AOA�# fr	n p��� 0A��n	1وي ا�	1
   و �

 p�0    1100 == AAOA،   

21AOA�# fr	n p��� 1A ��n	1وي ا�	1
   و �

 p�0    1211 == AAOA وه.>ا  ، ...  

X% ، �� أ&� آ� n�� *n، nn OAc =  

   .   nc��I�' n �ّ�$ ��- أ


	��� - ب

Fا��ة ��	�	 ) nc( '$ه� أن ا���.  

��- &ـ��bد ا����� ���n أ�� ��اء �
    ؟nc< 610 �.�ن n ا'

  *n ��ّ1��n�� أ&� آ�  na او��F�� ت	ر&��	س '	�n  nn AOA
1−.   

 e101 اa، 2a، 3a، 4a َ5 وa.    

  %X( )nn au cos =.   

O A
0

A
1

A
2

A
3
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   . nu��I�' n �ّ�$ ��-  أ


	��� -ب

Fا��ة ��	�	 ) nu( '$ه� أن ا���.  

6
h -&ـ
nu ا�
n

 lim
+∞→

� '��� 0	��� أو '� �ول   ( 	�
�Iا �.��Excel(   

)��.� إ�	دة ا����N ا�1	�G' �� أ&�    )nn av sin =.   

  ���	


6	 �Tn��	�	 na (('$ه� أن ا���.  

    ؟na> �1 ا'
�اء �� أ�� ر��� �.�ن 

  p�	ء ا��F ا�:  
ABC p��� .     

1A، 1B، 1C  ع-cت أ	"T
6� ]BC [ ،]AB  [ َو]AC [ e��$
  ��: ا�

2A، 2B، 2C  ع-cت أ	"T
6� ]11CB [ ،]11BA  [ َو]11CA  [  

  ... ��: ا�
$��e ، وه.>ا
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 ��ّ1s p�0 ا����	1� ABC ، ns p�0 ا����	1� nnn CBA .   

ss  '$ه� أن 
4
1

  *n : nn��n�� أ&� آ� ،  و=1 ss
4
1

 1 =+ .   

��ّ1 1T ا��26$ف y�{ �0	1� CCBB 11  ،    

 2Ty�{ �0	1�  1221 ا��26$ف CCBB  وه.>ا ...  

  *n : nn��n  '$ه� أy �� أ&� آ� Ts
3
1

 =.   
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6
h أن 
: ا�
3

1

4

1
   ... 

4

1
 

4

1 2
lim =
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n
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