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exfexh ×′=

′
=′   

�=�>$)�?<V أن   :إ��رة ا�ا� ا )
0f

xf
eإ��رة  و %A>F( )xh′ إ��رة HE� ه� ( )xf   )ا�]�Aات إ��ر�S8 �3@3دة -� @�ول ( ′

 �   : h)�ول ����ات ا�ا

 �"��  :( ) ( ) 52
2 eeh f �ن    ( ==( ) 52 =f(   

2( �  :g درا�� ����ات ا�ا
  :ا0>��1ت 

( ) ( ) ( ) −∞===
→→→

xfefxg
x

x

xx 100

limlimlim
fff

  

  
x -� �0?3ض (         

e �!� 1(   
        ( ) ( ) ( ) 0limlimlim ===

+∞→+∞→+∞→
xfefxg

x

x

xx
  

  
x -� +∞�?3ض (      

e �!� ∞+(   

 �=�>$)ا�ا� ا )xg )    :و إ��ر�>� ′ ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )xxxxx
efeefeefxg ′×=′×

′
=

′
=′  

V0f أن �?<
x

e%"إ��رة  و� ( )xg ) ه� �HE إ��رة ′ )xef )���"�5 إ��ر�S8 ا��G^� �  إ��رة ( ′ )xf    )f �  @�ول �A[8ات′
 	) :  �!�GQ  �   fل @�ول �A[8ات ا�ا ) 0=′ xf �)  :2=x  %A>Fو ( ) 0=′ xef �) 2=x

e 2 أيln=x  
( ) 0fxf ′ �) 21 pp x %A>Fو ( ) 0f

xef ′ �)  :21 pp
x

e�2"%  وln1ln pp x 2:  أيln0 pp x  
   �   : g)�ول ����ات ا�ا

  
 ( ) ( ) ( ) 522ln

2ln === fefg   
 ) 	   )fا��G^� �  @�ول �A[8ات ا�ا
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   :02�+�ل 
  : ل �A[8ا�S8 ا�89 @�و دا	 F�د�	 �E�fض أن 

  A�  :���� درا
	 �A[8ات ا�ا
 h )  \>F 	-�?)[ا [ا(?�-	 F<\  ( gو  )−∞;2] [1;0(   

 ]A7 :( ) ( )xfxh ln= و ( ) ( )xfxg ln=  
 �S8ر��F ا( دون إ�!�د 	
�"��@� �  @�ول �A[8ات ا�اf:(   

1(  �  : hدرا�� ����ات ا�ا
  :       ا0>��1ت 

                      ( ) ( ) −∞===
−∞→−∞→

0lnlnlimlim xfxh
xx

�ن  ( ( ) 0lim =
−∞→

xf
x
(   

             ( ) ( ) ( ) +∞=∞+==
→→

lnlnlimlim
22

xfxh
xx

pp

�ن  ( ( ) +∞=
→

xf
x 2

lim
p

 (   

 �=�>$)ا�ا� ا )xh′:    ( ) ( )[ ]
( )
( )xf

xf
xfxh

′
=

′
=′ ln   

 �=�>$  : إ��رة ا�ا� ا
) �  GQل @�ول ا�]�Aات �7G` أن  ) 0fxfإ��رةو %A>F( )xh′ إ��رة  � ( )xf ′ ) �S8إ��ر�  )]�Aات �3@3دة -� @�ول ا

   �   : h)�ول ����ات ا�ا

 �"��  :( ) ( ) 2ln0ln0
2 === efh     

            ( ) ( ) 1ln1ln1 === efh  
2(  �  :gدرا�� ����ات ا�ا

  :ا0>��1ت 
   ( ) ( ) ( ) 0limlnlimlim

00
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−∞→→→

xfxfxg
xxx

ff

  

  
   )−∞ �!� xln  -��0?3ض         ( 
        ( ) ( ) ( ) 2

011
limlnlimlim exfxfxg
xxx
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→→→

  

  
   )xln �!� 0 -� �1?3ض      ( 

 �=�>$)ا�ا� ا )xg ) :و إ��ر�>� ′ ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )xf
x

xfxxfxg ln
1

lnlnln ′×=′×
′

=
′

=′  

 	[ه�  V>?� g أن �!(F3	 a��?8 ا�ا 0 إذن T�"?� 0fx أن   0;1]
1
f

x
%A>Fإ��رة   و( )xg )  ه� �HE إ��رة′ )xf ln′  

 	): �!� GQ  �fل @�ول �A[8ات ا�ا ) 0=′ xf    �)  0=x    1    أو=x  
 %A>Fو :( ) 0ln =′ xf �)  :0ln =x 1 أي

0 == ex  1  أوln =x أي eex == 1  
( ) 0pxf ′  �)  :10 pp x %A>Fو  ( ) 0ln pxf ′ �)  :1ln0 pp x 10  أي

exe pp %A>F و ex pp1  
)2@��0? )�ول إ��رة  )xf ln′  

   
 �   : g)�ول ����ات ا�ا

  
  
)�BQb إ��رة (  )xf ln′ ل�!)[ F<\ ا [1;0(    
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  . ا���d ل@�ول �A[8ا�S8 ا(?�\ -� ا(�d دا	 F�د�	 �E�fض أن  :03�+�ل 
 	A89وال ا�  : h ، g ، u ، v ، k ، q  ]A7 ���� ا
�"��ج �A[8ات ا
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2

):  *ـ  1 ) ( )32 +−= xfxk ، q  \>F 	-�?� 	[ دا ):  *ـ  −∞;2] ) ( ) 32 +−= xfxq  
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                     ( )
( )

0
11

limlim
22

=
∞+

==
→→ xf

xh
xx

pp

�ن  ( ( ) +∞=
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رة ���"�5 @�ول إ��







′

x
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1 :   

   
  
  
   
  

 �   : g)�ول ����ات ا�ا
  
  
  
  
  

3(  �  : uدرا�� ����ات ا�ا
  :       ا0>��1ت 

                      ( ) ( )[ ] ( ) 00limlim
22

===
−∞→−∞→

xfxu
xx

�ن  ( ( ) 0lim =
−∞→

xf
x
(    

                     ( ) ( )[ ] ( ) +∞=∞+==
→→

22
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limlim xfxu
xx

pp

�ن  ( ( ) +∞=
→

xf
x 2

lim
p
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 �=�>$)ا�ا� ا )xu′:    ( ) ( )[ ][ ] ( ) ( )xfxfxfxu ×′×=
′

=′ 2
2   

 �=�>$) إ��رة  :إ��رة ا�ا� ا )xu′اء ه� إ��رة�!)  ا ) ( )xfxf )إ��رة (  ′× )xf�"��8 5ا�A[�    )ت �  @�ول ا
  
  �   : u)�ول ����ات ا�ا

 �"��  :  

    ( ) ( )[ ] ( ) 4222
00 eefu ===     

   ( ) ( )[ ] ( ) 222
11 eefu ===  

  
  

4(  �  :vدرا�� ����ات ا�ا
  :ا0>��1ت 
         ( ) ( ) ( ) +∞===

→−→−→
xfxfxv

xxx 2

2

22

limlimlim ) 2 -� −�2?3ض
x �!� 2(   

  
         ( ) ( ) ( ) +∞===

→→→
xfxfxv

xxx 2

2

22

limlimlim ) 2 -� �2?3ض
x �!� 2(   

  

 �=�>$)ا�ا� ا )xv′  �<و إ��ر�: ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )2222
2 xfxxfxxfxv ′×=′×

′
=

′
=′    

) إ��رة و�"% )xv′ اء  ه� إ��رة�!)ا )2
2 xfx ′× ) x2 و إ��رة \) ��Fرة �  ا�ر@	 ا�و )2xf ) ��8"�5 �  إ��رة ′ )xf ′(  

 	): �  �!GQ  � fل @�ول �A[8ات ا�ا ) 0=′ xf �)  :0=x  1 أو=x %A>Fو ( ) 0
2 =′ xf �) 0

2 =x1 أو
2 =x   

 0
2 =x  T�"?�  0=x ،  1

2 =x�  T�"?1=x 1 أو−=x %"و� ( ) 0
2 =′ xf  �) :0=x 1 أو=x 1 أو−=x  

( ) 0pxf ′ �) 10 pp x %A>Fو ( ) 0
2
pxf ′ �) : 10

2
pp x  T�"?� اB0وه

2
fx 1 و

2
px.  

0
2
fx �) Dإ 	��1� �)h0 دا=x أي { }0−ℜ∈x  

1
2
px T�"?� ] [ ( )( ) 010111;1

2
pp −⇐+−⇐−∈ xxxx   
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] [ ] [ { }( ) ] [ 101;101;00;1
2
pp xxx ⇐−∩−ℜ∈⇐∪−∈  

)إذن ���"�5 أن  ) 0pxf ′ �)  :] [ ] [1;00;1 ∪−∈x  
)2@��0? )�ول إ��رة  )2xf ′ :   

   
  
  
   

    
         

 �   : v)�ول ����ات ا�ا

      ( ) ( )[ ] ( ) effv ==−=− 111
2  

      ( ) ( )[ ] ( ) 22
000 effv ===  

         ( ) ( )[ ] ( ) effv === 111
2  

  
  
  
  
  
  
  

 ���    .q و �0D �1k -�ول إ1;�د )�و� ����ات آ. �� ا�ا
S!�"�
  ا����ذ �	�رآ�� ( 1i  � j�18 Vk	 @�و� ا�]�Aات ا�� ا

 �   k)�ول ����ات ا�ا
  
  
  
  
  

      
    :�qا� )�ول ����ات ا

  
  
  
  
  

 

  
(ر�1 �F	  �� هG0$�12016 KH ا����ذ �	�رآ� أن ��J�@1 ا�H��I ا$=	*�� �*G �>�دة ا

  .  و أن C1ول آ. P$(ض �$�N �F ��دة ا���M�1ت ا$;>(دات 
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