
   

 �6ن  1 ����

 

��� ��م ا�د�ن: إ�داد ا����ذ                     ا�دد�� 
	�ص ا�دوال�  


	ت  �	��  :ا
�ت �دم ا���ن ھ� �� :, , ,
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0
0

0
   

 ����������ب ا������ت !� ا� �م ا(((( ))))± ∞± ∞± ∞± ∞   

  ر �د !� ا�
 �م ����� أ'&ر �د !� ا�&�ط �	# أ'&���ب ����� ا�دا�� ��ط � �ؤل إ�#   •
 ����� أ'&ر �د  ���ب �����  ا�دا�� '*�ر �دود �ؤل إ�# •

  :���ظ� 
   أ*��ء ���ب ا������ت �
'ن ا�و1وع !� ���� �دم ا���ن ، و� �و�د ��1دة ��
� 0زا�� ���� �دم ا���ن ، !���ك �دة طرق   


ل ا�
�5رك أو ا�4رب وا� �
� !� ا�
را!ق     �  . إ�7…
*ل إ���راج ا�
  : 	لــــ�� 
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f x x x
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     :عامل مشتركxنقوم بإخراج
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ن �ن ا��ل   ������� �دم ا	� �0إزا
0

    

�1
� '*�ر �دود '9 
ن و!� ھذه ا����� � وم &��	�ل  �	:��
�ل ا� �
� ا10	د�� إذا '��ت ا�دا��  ھ� ا�&�ط وا�
 �م &���

ل ا�
�5رك !� ا�&�ط وا�
 �م و���ب ا�������	# '*�ر �دود  *م ����  زل ا�

)   :��	ل  )
1
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lim ?
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  :� وم &��	�ل 'ل 
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	ت �	����	ل ا��ر ����	���	ب ا�  
:ر ا�دا�� &�ن دا���ن ��
� �?س ا������ و&������ !=ن ������� 
ن # ��1دة ا��:ر أي ��ء ���ب ����� دا�� �
'ن ا��وء إ�ا*�

���ن �	�A إ�# ھذه ا�طر� � !� ا�دوال ا��� ���وي �	# ا�دوال ا�
*	*�� ! و!� ا@	ب ا ����� ا�دا���ن( )cos , sin   

) :��	ل ) cos
lim

x

x
f x

x→+∞
=     

�1	م أن      cos 1x− ≤ ≤          B�
و
1 cos 1x

x x x

− ≤ إذن       ≥
1 cos 1

lim lim lim
x x x

x

x x x→+∞ →+∞ →+∞

− ≤ ≤   

    B�
و
cos

0 lim 0
x

x

x→+∞
≤ cos:إذن       ≥

lim 0
x

x

x→+∞
=  


	ت �#����	ل ا�"	ر�� ����	���	ب ا�  
1(f،gدالتان إذا كانت( )lim

x
g x

→+∞
= )كبير بالقدر الكافي  xإذا كان من أجلو  ∞+ ) ( )f x g x≥  فإن( )lim

x
f x

→+∞
= +∞  

2 (f،g.إذا كانت( )lim
x

g x
→+∞

= )كبير بالقدر الكافي  xو إذا كان من أجل ∞− ) ( )f x g x≤   فإن( )lim
x

f x
→+∞

= −∞.  


	ت �	����	ل  �	�� ا�دد ا���ق ��	ب ا

 :��	ل
0

sin
lim
x

x

x→
 ت .ع.ح      

0

sin 0
lim

0x

x

x→
)نضع  = ) sinf x x=   ومنه( ) ( )' cosf x x=   

)استعمال تعريف العدد المشتق       ) ( ) ( ) ( )
0 0

0sin 0
lim lim ' 0 cos 0 1

0 0x x

f x fx
f

x x→ →

−− = = = =
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رة ������
	ت ا	��
	ت �	����	ل ا	���	ب ا�  

�ل ا������ ا�5��رة 
'ن ���ب ا������ت &����

0

sin
lim 1
x

x

x→
=    


*�ل  :
0

sin 2
lim ?
x

x

x→
         4�2رب و� �م �	#        =

( )
( )0 0 0

2sin 2sin 2 2sin 2
lim lim lim 2 1 2

2 2x x x

xx x

x x x→ → →
= = = × =  


�	ت ا�"	ر�� ����"���  :ا

م ا�"	رب ا��ودي ) 1"����ور ا��را�&ب( :ا
      )ا�
وازي �

)إذا '�ن  )lim
x a

f x
→

= ��#:!=ن �?��ره ا�&���� ھو ∞�
))))أن ا� ))))fC  Bد���
x:� &ل 
�� �م 
 �رب �
ودي  a=  


م ا�"	رب ا!(") )  2"����ور ا�?وا:ل( :ا
  )ا�
وازي �

)إذا '�ن  )lim
x

f x b
→∞

��# :!=ن �?��ره ا�&���� ھو =�
)أن ا� )fC  Bد���
y:� &ل 
�� �م 
 �رب أ! �  b= وذ�ك &�وار∞∞∞∞  


م ا�"	رب ا�	*ل ) 3"���  :ا

))))0*&�ت ان 
�� �م  -أ )))) : y ax b∆ = +∆ = +∆ = +∆ = �ل  &�وار  +�
))))  :�'?� أن �*&ت أن  ∞∞∞∞
�� �م 
 �رب  )))) (((( ))))(((( ))))lim 0
x

f x ax b
→∞→∞→∞→∞

− + =− + =− + =− + =  

)ا��?��ر ا���د�� �ـ  ) ( )( )lim 0
x

f x ax b
→∞

− + ))))ھو أن = )))) : y ax b∆ = +∆ = +∆ = +∆ = �ل
�� �م  +�

 �رب   #���
	�( )fC    وار�&∞∞∞∞  

)ا��?��ر ا���د�� �ـ  ) ( )( )lim
x

f x ax b L
→∞

− + )ھو أن= ) : y ax b L∆ = + �ل +�

�� �م 
 �رب  #���
	�( )fC  وار�&∞∞∞∞  

��B، ��ظر إ�# �&�رة  إذا �م �ط -ب� ��
�ل، وط	ب �

�د�� ا�
�� �م ا�
 �رب ا� ���(((( ))))f x  # ا�5'ل	� �و&�'
  ، !=ذا '��ت 

))))  :ا�����     )))) (((( ))))f x ax b g x= + += + += + += + ))))و + ))))lim 0
x

g x
→∞→∞→∞→∞


�� �م ذو ا�
�د��  ====��!:y ax b= += += += �ل �ـ 
�� �م 
 �رب  +�
(((( ))))fC  

  ∞∞∞∞��د     

�ل '
��	�  -ج�
9�ظ� ا���& �، ��ن ا�
�� �م ا�
 �رب ا�
��ب : إذأ �م ��و!ر ا��
(((( ))))

lim
x

f x

x→∞→∞→∞→∞
 �� � �  @�ر a، !��د �ددا 

)*م ���ب  
دوم ،     )lim
x

f x ax
→∞
 − �� � ��ل ھ�  b،!��د �ددا �
y :و�'ون 
�د�� ا�
�� �م ا�
 �رب ا� ax b= += += += +  
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 E&�� ��دد��� ��م ا�د�ن: إ�داد ا����ذ             
	�ص ا�دوال ا��  

���رار
�ا ����+ 

f  رة ��د
��
a أن ��� ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

=   


رة ا��?��ر ا���د�#��

��ل �	دا�� ا� #	�I:  

رة �	# 
��ل �f'ون ا�دا�� ��
I ا E!ل دون ر��
����� ا�&���� �	# ھذا ا��

'ن ر�م � �
  ).ا��د ( � 	م ��د

  خواص 

  .كل الدوال المقررة في هذا المستوى مستمرة على مجال تعريفها  -أ 

  .الدوال المرجعية مستمرة على مجال تعريفها  -ب 

  هي دالة مستمرة مستمرة مجموع وجداء دوال   - ج 

  الأستمرارية من اليمن ومن اليسار

) يعني   x0مستمرة على يمن  f -أ  ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
>→

=  

)يعني    x0مستمرة على يسار f -ب  ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
<→

=  

  مبرهنة القيم المتوسطة 
f دالة معرفة و مستمرة على مجال[ ];a b .من أجل كل عدد حقيقيk  محصور بين( )f a و( )f b يوجد على الأقل عدد ،  

)بحيث    bو aمحصور بين cحقيقي  )f c k=  

  :1طريقة

] على المجال  cوحيد تقبل حل fأنلإثبات  ];a bيحقق ( )f c k= دالة يكفي أن نثبت أن الf  مستمرة و رتيبة تماما على

]مجال ];a b و( ) ( )f a k f b< )أو > )( ) ( )( ) 0f a k f b k− − <  

yالمستقيم ذو المعادلة  :التفسير الهندسي k=  يقطع المنحني( )fC  في نقطة أو أكثر على المجال[ ];a b  

0k( حالة خاصة  = (  
] على المجال   ααααوحيد تقبل حل fلإثبات أن ];a bيحقق ( ) 0f α مستمرة و رتيبة تماما  fيكفي أن نثبت أن الدالة  =

]على مجال ];a b     و    ( ) ( )0f a f b< )أو > ) ( ) 0f a f b× ≤  

)المنحني   :التفسير الهندسي )fC  يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة من المجال[ ];a b  

���� �
  :ا+��"	,
  .و العدد المشتق تقاق عند عددقابلة للإش .1

fدالة معرفة على مجالfD منR.0x عدد منfD .القول أن الدالةf0قابلة للإشتقاق عند العددx      معناه الدالة: 

0 0( ) ( )f x h f x

h

+ −
֏h :g تقبل نهاية حقيقيةl  أي  .  0عند

( ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x
L

h→

+ −
العدد  lيسمى   =

)'0و نرمز له بـ .  0xفي العدد   fالمشتق للدالة  )f x .  
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  .fالدالة المشتقة لدالة.2

f دالة معرفة على مجالfD منR  .نقول أن الدالةf قابلة للاشتقاق علىfD  إذا وفقط إذا كانت قابلة للاشتقاق عند كل

)العدد المشتق fDمن xتسمى الدالة التي ترفق بكل .fDنقطةمن )f x′ الدالة المشتقة للدالةf علىfD.  

fب ـِ ويرمز لها  )و نكتب . . ′ ):f x f x′ ′→   

 .تطبيقات الإشتقاقية .3

  :ير دالةإتجاه تغ 1.3

  دالتها المشتقة f'و fDمعرفة و قابلة للإشتقاق على مجال fلتكن دالة  

    fالدالة  فإن fDعلى المجال) fDمعدومة من أجل قيم منعزلة من f'يمكن أن تكون (  موجبة تماما f' إذا كانت • 

  .fDمتزايدة تماما على المجال    

   fالدالة فإن  fDعلى المجال)  fDمعدومة من أجل قيم منعزلة من f'يمكن أن تكون (  سالبة تماما f' إذا كانت • 

  .fDمتناقصة تماما على المجال     

    fDثابتة على المجال fفإن الدالة fDمعدومة على المجال f' إذا كانت • 

  :القيم الحدية المحلية لدالة 2.3

  .دالتها المشتقة  f'و Iو قابلة للإشتقاق على مجال معرفة  fلتكن دالة

                    cيشمل Iمحتوى في I'ا  فإنه يوجد مجال مفتوحمغيرة إشارته I من cعند قيمة f'إذا انعدمت الدالة المشتقة  • 

)قيمة حدية  fتقبل فيه     )f c .تسمى( )f cةقيمة حدية محلي  

 : �"ط� ا+��ط	ف ����
 �	��
�ن � ط� ا�0ط�ف، � وم &�� ، �
�� �?:&:  

��ب ا�
�5 � ا�*�����( )f x′′ �

ن 0x، و�درس إ�5ر��� ، !=ذا و�د�� ا��� ��دم 
ن ا�ل 1�fD  ، !�'ون ��ر�� إ�5ر��G


))))� ط� إ�ط�ف �ـ  0xات ا�?�:	���د�ذ ا�� ط� ذ ))))fC  

  :�	0ت /	�� 
ط�ف دون ا�	�وء إ�# ا�
�5 � ا�*���� -أ���ت ، �
'ن ��ن � ط� ا��ض ا�& �!(((( ))))f x′′′′′′′′  � �5
دم ا��� �
، وذ�ك ��د

))))ا�و�# ))))f x′′′′  ن
�

ن 0xا�ل 1�fD �	:�?ذات ا� �، !�'ون ا�� ط ��ر إ�5ر��G� 0و�مx  ط�ف �ـ))))� ط� ا� ))))fC  

     :إذا '��ت  -ب
( ) ( )

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x→

−
= ∞

 أو    −
( ) ( )0 0

0 0

lim
h

f x h f x

x x→

+ −
= ∞

−  

))))� ط� إ�ط�ف �ـ  0xھو أن ا�� ط� ذات ا�?�:	���?��ر ا���د�� !� ))))fC )ور ا��را��ب�

�س �'ون 
واز�� �
  )!� ھذه ا����� ا�

��# -ج�
))))إذا در��� ا�وE4 ا���&� �	
�س وا� ))))fC �	:�?ذات ا� ���0د ا�� طx  �&����& B����# @�ر و4�
وو�د�� أن ا�


�س !� � ط� أ��
�س !����I أن ا�� ط� ذات ا�?�:	�	�0x  ط�ف �ـ))))� ط� ا� ))))fC  
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 E&�� ��دد��� ��م ا�د�ن: إ�داد ا����ذ                
	�ص ا�دوال ا��  

���� ��  :	س ��	د� ا

�س ، �'ن �& # 
ر!� !�:	� ا��
�س 
  ھ� 
?��ح ا��0&� �'ل 
��� x0ھ��ك �� :�J � ر�&� �طرح �ؤال 
�د�� ا�

 4
�5 ا!و�  :ا


�س
))))ا'�ب 
�د�� ا� ))))h
C  �	:�?ذات ا� �د ا�� ط�� #���
	�x0   

):�'�ب ا�د��ور   :�� ا+6	 )( ) ( )0 0 0y f x x x f x′= − ��ث �وض    +x0 ط�ة

��� ا�� &.  

 �
�	�
�5 ا���#  :ا�

�س �
))))ا'�ب 
�د�� ا� ))))f
c ذات ا��ر��ب �د ا�� ط��y0   

�ل ا�
�د��  :  ا+6	���( )0 0y f x=  �
  �'ون 1د  �د�� إ�# ا����� ا�و�#  x0و��دا إ���د 1�

 ��	�
�5 ا���# :ا�

�س أو أ'*ر �	
))))&�ن ا�B �و�د  ))))f
c B��ل  �و�
�
a )B	�
.(  

�ل ا�
�د�� ا�
�د��  :ا+6	���( )f x a′ =  �
  �'ون 1د �د�� �	# ا����� ا�و�# x0) أو 1�م(و��د ا ��ن 1�


���ت : ���ظ�
  �دد ا��	ول �دل �	# �دد ا�


�5 ارا������# : ا�

�س أو أ'*ر �	
))))&�ن ا�B �و�د  ))))fC �د��
y�وازي ا�
�� �م ذا ا� ax b= += += += +   
�ل ا�
�د�� ا�
�د�� : ا+6	���(((( ))))f x a′′′′   ، �د�� إ�# ا����� ا�*����====

 ���	/
7 ا���#  :ا�

�س أو أ'*ر �	
))))&�ن ا�B �و�د  ))))f
c  �د��

د ا�
�� �م ذا ا���y ax b= += += += +   

�ل ا�
�د� :ا+6	����( ) 1af x′ =   و�'ون 1د �د�� إ�# ا����� ا�و�#  −

���	د
�5 ا���#  :ا�

�س أو ا'*ر �	
))))&�ن أ�B �و�د  ))))f
c  دا*��ت�5
ل ا�� ط� ذات  ا0�(((( ))));α βα βα βα β   

�ل ا�
�د��  :ا60	���( )( ) ( )0 0 0f x x f xα β′ − + �ن   و��دا  =� �
  �'ون 1د �د�� �	# ا����� ا�و�# x0) أو 1�م(1�

���� �
:إذا '�ن   ا�"ط� ازاو
( ) ( )0 0

0
lim

x

f x h f x
L

h→

+ −
=

≺

و  
( ) ( )0 0

0
lim

x

f x h f x
L

h→

+ − ′=
≻

  

��ث    L وL′′′′  ن�� � �))))�ددان  ))))L L′′′′≠≠≠≠ �	:�?ذات ا� �د�� ھو أن ا�� ط��ر ا���?���! ،x0  #���
  � ط� زاو�� �	

  : ���1ظ�

) :1د �'�ب ا�������ن ا���& ��ن �	# ا�5'ل ا�����  ) ( )
0

0

0

lim
x x

f x f x
L

x x→

−
=

−≺

)و  ) ( )
0

0

0

lim
x x

f x f x
L

x x→

−
′=

−≻

  


�د���  :���2ظ��

���ن ��د ا�� ط� ا�زاو�� ھ
 :�:?� ا�
( ) ( )0 0

0

y L x x f x

x x

′ = − +


≥
  و  
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